Normalni formy a uplné normalni formy

Normalnimi formami nazyvame takové formule, kteréou
cilevédome upraveny na uity standardni tvar.

V transformacich jsme se jiz nali, Ze vyrok je mozno fevadt na
vyroky ekvivalentni s jinymi funktory. Pokud stqdlem stanovime,
které ,jediné" funktory smime uzit, mluvime o notnigh formach.
Jakykoliv slozeny vyrok lze formalizovanvyjadiit jako formuli
obsahuijici pouze:

a) funktory konjunkce, disjunkce a negace,

b) funktory implikace a negace,

c) funktor bd’ Sheffefiv anebo Peirity.
Priklad. Je-li neslditelné tvrzeni ,Lze studovat.“ s tvrzenim ,Lze
jit do divadla.”, pak to znamena ,Do divadla né&jit.

,Lze studovat.” p
,Lze jit do divadla.” q

,Nelze jit do divadla.“ 9 (nejit)

Formalizovas: plg £

Ad a)



aa) Plg=q dle TE

ab) P <@ L4 dle TE
ac) pQEry dle Z 49
ad) PErg
Ad b)
ba) Pla=q dle Z 63
bb) (p£7)£q
Ad c)
ca) Pla£q dle Z 63
cb) (pla)lq
Dukaz matici.
1[2]3] 4 5 6 7 8 9 10
Plalg | Pla |42 |pafg |p2g |72 | Ll | °ld
1Joflo 1] 1 1 1 1 1 1 1
2ol 1] o] 1 0 0 1 0 1 0
3|10l 1] 1 1 1 1 1 1 1
417 1] o] o 1 1 0 1 0 1
Ad a) Ad b) Ad ¢)
Tab. 27

Sloupce 6, 8 a 10 jsou ekvivalentni.
Z uvedenehoifkladu vidime, ze existu;ji

1) Teoreticky nejpropracové8i a prakticky nejvice vyuzivané
normalni formy disjunktivni a konjunktivni. (VSe jegtuji
konjunkci, disjunkci a negaci.)

2) Normalni formy implikativni.

3) Normalni formy, které vyj&tjakykoli slozeny vyrok jedinym
funktorem, bd’ Shefferovym anebo Peircovym. (Kterykoliv
z nich je schopen vyijdil i negaci.)



Normalnim formam implikativnim a transformacim nadipy
funktor se jiz ¥novat nebudeme a sotefime se na normalni formy
disjunktivni a konjunktivni.



Disjunktivni a konjunktivni normalni formy (dale
DNF a KNF)

NasSi dosavadni terminologii ro¥he o dalSi terminy a pravidla:

Elementéarni konjunkce

je kazda konjunkce navzgjeriienych vyrokovych prognmnych
(argument) nebo jejich negaci.

Priklady elementarnich konjunkci
p<i, p<afaf,

Samotnou prognnoup mizeme chapat jako elementarni konjunkci,
protoze platiP P <@ (viz Z 8).

Elementarni disjunkce

je kazda disjunkce navzajemiznych vyrokovych prognnych
(argument) nebo jejich negaci.

Priklady elementarnich disjunkci
qefF, pfyat afs atd,

Samotnou proknnou nizeme chapat jako elementarni disjunkci,
protoze platiP P P (viz Z 9).

Pravidlo o vynechani funktoru konjunkce

V elementarnich konjunkcichirheme nahradit funktofoperatorem
pro nasobeni nebo jefibec vynechat.

p<af<@® p.gr Zpqr.



Takto upravené konjunkce nedavame do zavorek.

Disjunktivni normalni forma

(DNF) dané formule je formule ji ekvivalentni, kige logickym
soutem (disjunkci) elementarnich konjunkci navzajéanych.

Priklad. POT &pr &g,

q
Konjunktivni normalni forma
(KNF) dané formule je formule ji ekvivalentni, kige konjunkci
elementéarnich disjunkci navzajefiznych.
Priklad. (p Efe &F) <P cfe) <,

q

Protoze transformace formuli na DNF nebo KNF prowved
zpusobem, ktery jsme probrali &asti ,transformace”, fistoupime
bez dalSiho kipkladaim.

Priklad.

a) Predpokladejme ¢aky slozeny vyrok, ktery je vyjadn
formuli

[(p =1) 2(@lr)] 2(qO7),

NaSim ukolem je najit pro tuto formuli disjunktivmbrmalni formu.

aa) [(p=n)2(@gr)] £(qOT) dle Z 40
ab) [(paapg) £(@lr)] £(qOT) dle TE odstranimk L
ac) L(pqcpa) £(qefr)] 2Gr dle TE odstranimé



ad) [pqﬂiﬁﬁﬁiﬁqﬂﬁ)} G r

ae) L(POETPO) <l ofF | argr

af)

[(pacfpa) <fr] crgr

ag) (pagrcrpaqr) ergr

ah) Ocrpgr afgr

ai) ar

dle De Morgana (dle
TE)

opct dle De Morgana
dle Z 28
dle 255,728, Z 25

dle Z 47
substitucPlTr, dlp

hledana normalni forma.
(Jde o DNF, Ize ji

vyjadiit ar Ar).

V naSem pikladu dokonce diky transformaci na DNF #jigme, Ze
promgnnap nema na vyslednou pravdivostni hodnotu formulbe. vli

Plati ekvivalence

W p 21) 2(qr)] 2£(qOr)Qaxqgr.

Dukaz provedeme matici.

1{2(3(4|5|6 7 8 9 10 11 12 13
pqrﬁqf pP=( qlr 7 -8 qEIF 9,10 ar 11=12
110{0({0|1(1(1 1 1 1 0 0 0 1
2(0|0]1)1]1]|0 1 0 0 1 1 1 1
3(011|0|1|0|1 0 1 1 0 0 0 1
410(1(1(1(0]|0 0 1 1 0 0 0 1
5(1]10|0|0|1|1 0 1 1 0 0 0 1
6(1/0|1]0|1|0 0 0 1 1 1 1 1
7(111{0|{0|0|1 1 1 1 0 0 0 1
8(111|1]0|0]|0 1 1 1 0 0 0 1
Tab. 28

Sl. 13 dokazuje, Zzetpodni formule (sl. 11) je ekvivalentni DNF (sl.

12).



b) Mame za ukol pevést na konjunktivni normalni formu formuli

(p£q) £[(q<f) £p]
ba) (p£q) 2[(q<f) L2p] dle TE (Z 63)
bb) (p£q) <@g <) 2p dle De Morgana
bc) PEqeflg<f) Lp dez5aTE
bd) (p <) &fl(q <af) £p] die TE
be) (p <) eflq <aF) <ap dle De Morgana
bf) (p <) cflq Perp) dle De Morgana

bg) (p <) (G &rF cfp)
bh) (p g e cp) g crg crv cIp) dez9az?21l

bi) (pcrgerF) <lp g err) co? je KNF dané

formule, kterou lze
minimalizovat

bj) PEGEF

Z priklada vidime, Ze neni nutno stfifovat od zaatku transformaci k
DNF nebo KNF. H transformacich je vhodné volit optimalni postup
a vysledek upravit na poZzadovanou normalni formu.

Nas vysledek ai) je disjunktivni NF vyjéche-li jej @r crgr). praw
tak je konjunktivni NF, vyjatime-li jej (G <@F).

Vysledek bj) Ize chapat ¢p jako konjunkci dvou elementarnich
disjunkci  (PEGAT) <@pElGaF)  anebo  jako  disjunkci

elementarnich konjunkéPP Efgq v T),
V poslednich dvouijkladech provedeme transformaci na normalni
formu formuli

c) P2(p£aq)



d

N’

ca)
cb)
cC)

cd)

ce)

da)
db)
dc)
dd)
de)

df)

[(p £0) <Pl 2q

pL(p£aq)
peflp £q)
pErp cfy
1cfy

1

[(p£0) <@p] £q
[(p£q) «@p] <
[(p crgy) <ap] <
[ppafpal <
PPaEPaq
0 & 0
0

dle TE
dle TE
dle Z 56
dle Z 52

tautologie

dle TE

dle TE

dle Z 28

dle Z 28

dle Z55a 2753

kontradikce

Dospéjeme-li @i transformaci na NF ke konst&rit, jde o tautologii.

Konstanta 0 znamena kontradikci.

Prevody na normalni formu Ize tedy zjiivat stej@ jako matici, jde-
li u dané formule o tautologii, kontradikdiformuli splnitelnou.



Uplné disjunktivni a konjunktivni normalni formy
(Dale UDNF a UKNF)

Uplna normélni forma se od normalni formy lii tibg viechny
elementarni konjunkce (jde-li o UDNF) nebo elemaritélisjunkce
(Jde-li o UKNF) maji shodnou délku coz znamena, ze kazdy
elementarni¢len obsahuje vSechny prémmé (argumenty) nebo
jejich negace, které figuruji ve vychozi formuli.
UpIna normalni forma formule F, kter4 obsahuje arguty p; p2,
p3,..., pn je normalni forma, jejiz kazda element&orijunkce (jde-
li o UDNF) nebo elementarni disjunkce (jde-li o URNsphuje
podminky:

1)obsahuje elementarni konjunkce (resp. disj@phkcnichz kazda
obsahuje pr&vn pronénnych s negaim pruhem nebo bezjn

2)zadna elementarni konjunkce (resp. disjunkeepsaahuje
kteroukoli prondnnou vice nez jednou,

3)zadna elementarni konjunkce (resp. disjunkeepsahuje
souasré promennou a jeji negaci.
Priklad. Je dana formule F, ktera obsahtijgotonenné p, q, r.

Elementarni konjunkc&dr. pQr apod.

Elementarni disjunkc€P ¢ @), (parg eft) apod.
Chybre utvarené elementarni konjunkce a disjunkce

ppar, pard, (perfgereq), (pafy ar ap).
Transformace formuli na UDNF nebo UKNF je mopnovadet

dvojim zpisobem.

1) Danou formuli transformujeme na normalni formudnjetlivé
elementy (elementarni konjunkce nebo disjunkcejvipte na
shodnou délku opakovanym vyuzivanim zakona Z 45

P %P d PG nebo jeho variantp A p ) <@lp 57)z 46.
Tento zakon, ktery jsme vyuZzivaliipninimalizacich, nyni
uzivame v obracenem sledu.



Piiklad.

a) V nasSem pikladu jsme formuli
[(p 1) £(qr)] £(q OT)transformovali na normalni formu
qr.

Aby se z ni stala uplna disjunktivni normalni farmchybi
v elementarni konjunkci praimnap.

1.aa Qr dle Z 45 | substitud?lar, alp
1.ab Qrpc@rp dle Z 21
1.ac PQrapqgr UDNF dané formule

b) M¢jme formuliF, kterou jsme transformovali na KNF

(p ) <<Cp g cfr) <l ).

Provedeme Upravu na UKNF.
1. ba (parg) <lpefy ) <@g arr) dle var. Z 45 substlr.

1.bb (pergere) <p afy @) <lp efg @) <@ &) opst 7 45,

jimz rozvineme .
1.bc (p ey ere) <@lp &g &) <P o afv) <@l el &FF) <@ &g &r7)

2) Transformace formule na UDNF pomoci tabulky. (\éib.t
29.)
Nejde o nic jiného, nez o zakladni tabulku prargumenti
(v nasi tab. jde o 3 argumermyq, r), kdy hodnoty 0, 1
nahradime progmnymi nebo jejich negacemi a vyivme tak
trojice, které chapeme jako elementarni konjunked e
spojime funktorem disjunkce) nebo elementarni disje

(pak je spojime funktorem konjunkce).
1 [ 2] 3 4 5
p q r konjunkce disjunkce

1 0 0 0 I_g I3 (p@&]m)

Ol

10



2 0 0 1 I—gar (p@@l@fﬂ
3 0 1 0 I_3CIT (p@!a@)
4 0 1 1 I—qu (p@m@ﬁ;)
5 1 0 0 pﬁ? (I—D@@)
6 1 0 1 par (F—)@@I@ﬁ;)
LRt O ear (parger)
8 1 1 1 pqr (F—)@:a@fﬂ
Tab. 29

DodrZzujeme fi tom néasledujici zasady:

Vytvarime-li elementarni konjunkce, potom je-liradce pod
prislusSnou prornnou hodnotou 0, uvedeme pré&mou
s negéanim pruhem. Je-li hodnota 1, uvedeme pfonou bez
nega&niho pruhu.

Piiklad: konjunkce pro Fadku PAar.

. Vytvaiime-li elementarni disjunkce, je postup &pa

Tzn., kde je Wwadce pod fislusnou prornnou hodnota 1, je
promeénna s negamim pruhem. Je-li hodnota 0, uvedeme
promennou bez negaiho pruhu.

Priklad: disjunkce pro Fadku (perg afe),

Ctené si jists povdimne vztahu mezi ¢ima fiklady.

par <@p arg cre) dle Z 28
pPATpEPTgaparY dle Z 55
0O a0 @0
0 kontradikce
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pqr cflp crg cre)
p EfqT g afe
p &f &fF afe

p €I A1
1

Postup ﬁii_tvorbé UDNF je nésledujici.

dle Z 49
opst Z 49
dle Z 56
dle Z 52

tautologie

1. Danou formuli vyhodnotime matici.

2. Ve sloupci vyslednych hodnot vybereméagky, kde je

pravdivostni hodnota 1.

3. Ke kazdému takovéntadku sestrojime elementarni

konjunkci zgisobem popsanym v zasaldu tab.

4. Tyto elementarni konjunkce spojime funktoraesjuskce.

Vysledkem je UDNF dané formule.

Piiklad. Prevarme formuli F1=(pOaq) &l(p 2q) 2@ )] na

UDNF pomoci matice (viz tab. 30).

1 3 4

5

6

7

10

q

=

r

©
-
0

o
i
Nl

o]

(o]

609

1

Rk |olo|k|k|lo|lo| LN

o|~N[o|lo|b|w|N|-
RlR(kl~|lo|lo|lojo| ©

RO(FR(O|FR|O|F|O
OO (FP|IO|O|F|F

OFR(O(FR|O|Fr|O|F

O|O(O|0 |00 ||k

= R

olo|o|r|o|lo|o|+ @‘oo

OO |F|O|O0(O|F

OOk |F,|O|O0|F

Tab. 30
Vysledna hodnota 1 jeiadcich 1, 2, 5 a 6. Pro ni utvme

spojime funktory disjunkce a mame UDNF formbte:
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par a’pgr a0pgqr pgr,
q
Postup pi tvorbé UKNF je nasledujici.

1. Danou formuli vyhodnotime matici.

2. Ve sloupci vyslednych hodnot vybereméasky, kde je
pravdivostni hodnota O.

3. Ke kazdému takovéntadku sestrojime elementarni disjunkci
zpasobem popsanym v zasald, u tab. 29, str. 84.

4. Tyto elementarni disjunkce spojime funktoramjlnkce.

Vysledkem je UKNF dané formule.

Priklad. Preva’me tutéz formuli
F1=(p0Oq) al(p£q) £ <)l

na UKNF pomoci matice (viz tab. 30).
Vysledna hodnota O je vadcich 3, 4, 7 a 8. Pro¢rutvoiime
disjunkce a spojime je funktory konjunkce. Ziskame

(parfg cfe) <@Cp g &r7) <P g efv) <P e &1F)

Protoze jde o tutéz formuli, jsou vysledné Uplnénmani formy
ekvivalence. Lze se o tom snadni@p&dcit opét zakonem Z 45 a
prislusnymi minimaliz&nimi kroky.

(paT apaqr cfpqr cfpar) A (p arg efe) «@lp &7 @F) <@ 67 @) @l =rg &)
(Pg @ py = [(p crg) @D (p crg)]

q 22 q

Na za¥r vykladu vyrokového kalkulu je moZno objasnit Iata
mezi soudy SAP, SIP, SEP a SOP uvedeamnéykladu logického
¢tverce v pedchozich kapitolach. Soudylenéné dle kvantity
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(obecné acast€né) lze vyjadit funktorem “’ resp. ‘©”, soudy
¢lenéné dle kvality uzitim negace.
Predpokladejme, ze jsme definovali mnozinu, kteraprég dva

prvky: p, g.
Potom soud SAP lze vyjéitin<@i (vS8echny maiji)
SIP “ “ pdy(rekteré maji)
SEP * “ p<li(vSechny nemaiji)
SOP “ “  paG(nekteré nemaji)

Nejde o nic jiného nez o vyjéehi kvantifikovanych vyrak v
rozepsané forviz str. 93-94.

Vztahy kontradikce, kontrarnosti, subkontrarnostsubalternosti
potom gFesre ilustruje nasledujici tabulka (viz tad).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11| 12

SAP| SOP| SEP| SIP | SAP| SEP| SIP | SOP| SAP| SIP | SEP| SOP

HAPLA -2~ —=lpL LA -—AlPLO~—APL L LAl =~~x
110|0j1j1) O 1 1 0 0 1 0 1 0 0 1 1
2(0]1(1(0] O 1 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1
3(1(0[0|1} O 1 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1
4011(1{0|0} 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 0 0

kontra- kontra- kontrarni [[subkontrari subalterni| subalterni
diktorické | diktorické i

Tab.¢.

Dalsim zmsobem, jak Ize tyto vztahy prokazat, je metoda
zjednodusSovani (transformace na disjunktivni nonini@irmu).

Priklad.

Dle zakona vyloteného itetiho (P@P) je disjunkce formule s jeji
negaci vzdy pravdiva (1). Potom SAP v disjunkci ©PS (v
terminologii vyrokového kalkul(p <) & &) = 1.

pqcrfparg =1

() &G=1dle Z 49

1aq=1dle Z 2

1=1dle Z 52
Obdobré SIP nebo SEP.
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Subalternost:
SAP S|P v terminologii vyrokového kalkul@ <) £(p=g) = 1.

(p<af) cf(p efg) = 1
pergampefy =1
(P &fp) Ef(q =rey) = 1
1a=1
1=1
Obdobré SEPLSOP.
Kontrarnost a subkontrarnost.
Z matice vyplyva, Ze v prvnim évrtém radku jsou shodné s
kontradikci, ale mohou byt oba nepravdivé (konfijarnebo
pravdivé (subkontrarni).
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